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摘要 
本文研究內含界層裂紋之彈壓電複合材料的動力
破壞問題，解析一含半無限長電極型界面裂紋之彈壓
電複合材料，於裂紋面上施加一對反平面動力點載荷
之暫態效應。本文使用積分轉換法及 Wiener-Hopf 技
巧推導彈壓電複合材料在一次拉氏轉換域中，於裂紋
面受空間指數型應力分佈的基本解，並利用所求得之
基本解來解析此包含特徵長度的複合壓電材料動力破
壞問題，接著使用 Cagniard-de Hoop 方法來做拉氏逆
轉換得到時域中的解。最後，針對應力與電位移強度
因子等解析解做詳細的數值計算與討論。 
 
關鍵字：彈壓電複合材料、界面裂紋、應力強度因子、
動力破壞 
一、 前言 
壓電材料發現至今已超過一百餘年，其獨特的壓
電性近年來已被工業界所廣泛的使用。一般以陶瓷類
作為壓電材料，如鈦酸鋇(BaTiO3)、鈦酸鉛鋯(PZT)；
其他的壓電材料有單晶類，如石英(quartz)、電氣石、
羅德鹽、鉭酸鹽、鈮酸鹽等，或薄膜類如氧化鋯(ZnO)
以及複合壓電材料等。其中陶瓷材料因有製造容易、
可製成任何形狀、且其特性可隨組成做多樣性的變化
等優點，目前已經成為壓電元件的主流。而尤以 PZT
系列之壓電材料在一般民生及產業應用中最具代表
性。尤其是在高科技的電子電機與精密機械工業上有
十分廣泛的應用，例如濾波器(filter)、感測器(sensor)、
轉換器 (transducer)、致動器(actuator)、聲納系統(sonar 
system)、超音波產生器(ultrasonic generator) 與點火元
件等方面。但因為壓電材料大多是由脆性物質所構
成，本身容易遭受破壞，且應用時多處於振動狀態，
故其相關動力破壞問題的研究已不容忽視。 
複合壓電材料，即壓電與壓電材料之複合層板或
彈性材料與壓電陶瓷之複合層板，其獨特壓電行為在
這幾年已被工業界所重視，如運用獨特之複合壓電體
與電極構造，可發展出高耐熱性、高感度之感壓感測
器以及多層感測器(multilayer sensor)等，於是複合壓
電材料所衍生的界面裂紋問題亦是目前著重的課題。 
因為數學上的困難，壓電材料的動力破壞分析較
少被注重，直到 Shindo and Ozawa[1]首次研究含裂紋
之壓電材料受平面簡諧波的穩態解析，在此之後壓電
材料的動力破壞研究才迅速的發展起來，而壓電複合
材料的破壞問題亦隨著壓電材料的研究發展而逐漸受
到重視，但由於數學上的困難，剛開始大多的學者都
是搭配數值的方法來求得裂紋問題的解。直到 Li and 
Mataga[2-3]首度求得六角晶系壓電材料含擴展裂紋的
應力與電位移強度因子以及能量釋放率的暫態解析
解。 
本文首先利用積分轉換法與Wiener-Hopf技巧推
導出拉氏轉換域下的解，再利用 Cagniard-de Hoop[4]
方法作拉氏逆轉換求得全場解析解，並針對應力及電
位移強度因子做數值討論。 
 
二、理論基礎 
在本章中將介紹線彈性壓電材料與純彈性之控
制方程式及本構方程式等。 
(一)、線彈性壓電控制與本構方程式 
壓電材料之控制方程式是由線彈性理論與麥斯
威爾方程式以及電場與電位移之關係式推導而得，本
文所討論之壓電材料為六角晶系壓電陶瓷(6mm 點
群， vC6 )，本文考慮受反平面動力載荷，所以壓電控
制方程式可表示如下 
wewc &&ρφ =∇+∇ 215244 ,         (1) 
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2
15 =∇−∇ φεwe ,          (2) 
其中 w 為 z 方向的位移、φ 為電位能、 44c 為彈性係
數、 15e 為壓電常數、 11ε 為介電常數、ρ 為材料密度。
其本構方程式可表示如下 
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(二)、純彈性材料控制與本構方程式 
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三、半無限長界面裂紋受反平面指數型應力
之基本解 
我們首先探討一含半無限長界面裂紋之無窮域
壓電複合材料，承受反平面機械負載時在拉氏域中之
基本解，此基本解對我們日後研究複雜問題時有相當
大的助益。首先考慮一由半平面壓電材料 )0( ≥y 及半
平面純彈性材料 )0( ≤y 所構成之複合材料，有一半無
限長之界面裂紋位於 0=y 、 0<<−∞ x ，其中壓電材
料結晶點群特性為六角結晶系。假設在時間 0<t ，此
結構處於無曳引力之平衡狀態，當時間 0=t 時，施加
一拉氏域中之指數分佈的反平面曳引力於裂紋面上，
本研究使用電極型式之裂紋邊界條件，即在 0=y 、
0<x 之界面裂紋上鍍上一層極薄的導電金屬，並且完
美接地，而在 0=y 、 0>x 之界面上，因所搭配之純
彈性材料為導電材質，且假設電阻極小，壓電材料界
面之電位能可隨及讓彈性材料導離界面，所以我們可
以假設在 0=y 、 0>x 之界面亦為完美接地，其幾何
結構示意圖如圖 1 所示。其邊界條件可表示如下述三
式 
0,),0,(),0,( )( <<∞−== xesxsx xseyzyz ηττ ,   (10) 
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其中 s 為拉普拉斯轉換域參數、η為一常數、 w 為壓
電材料之位移、 )(ew 為純彈性材料之位移。 
首先利用 we
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εφψ −= 做變數變換將式(1)與式
(2)轉換為如下所示的壓電控制方程式 
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其中
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ecc += 為壓電剛性彈性常數，且壓電本構
方程式也可變換如下 
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且可以由材料的控制方程式(7)、(13)、(14)三式
分別對時間 t 與位置 x 做兩次拉普拉斯轉換，即可求
得其通解型式如下 
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),( λsA 、 ),( λsB 、 ),()( λsA e 為待定系數可由邊界求
得。將邊界條件取兩次拉普拉斯轉換如下 
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其中 ]Re[]Re[ λη > ，且 +A 為裂紋前端延長線之位移函
數。此種邊界條件為混合型的邊界值問題，為求解此
類 型 問 題 ， 本 研 究 採 用 Wiener-Hopf 技 巧 在
]Re[]Re[ λη > 的限制下求解。 
首先利用(19)、(21)、(25)、(26)四式可得在 0=y
時兩次拉氏域下的位移函數及剪應力如下 
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其中 −A 與 )(eA− 分別為轉換域中壓電材料與純彈性材
料於裂紋面上 )0( <x 的位移函數。 
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由(27)、(28)兩式代入(29)式消去 +A 整理可得如
下 
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且 −−− −=−≡ AAAAA ee )()(~ 。 
在使用 Wiener-Hoof 技巧拆解(30)式前，須將(31)
及(32)兩式拆解為正負函數相乘，本研究使用柯西積
分定理拆解函數 )(λG 及 )(λN 。利用柯西積分定理拆
解 )(λG 函數可得 
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其中 bgb 為壓電材料 BG 表面波之慢度。 
利用柯西積分拆解 )(λN ，但在複合材料內壓電
材料與純彈性材料剪力波波速之快慢不同拆解所得的
)(λN 亦不同，且因為 )(λN 會因為複合材料內材料的
搭配而會有有根及無根兩種情況，所以我們可藉由複
變參數定理歸納出 
1. 壓電剪力波波速大於純彈性剪力波波速： 
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即純彈性材料剪力波波速大於 BG 表面波波速時函數
會有兩實根。 
2. 壓電剪力波波速小於純彈性剪力波波速： 
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即壓電材料剪力波波速大於某個含數值時時函數會有
兩實根，且 )(λN 函數所求得之兩實根為 mtb± ，我們
定義為 MT 表面波[5]。 
所以本文在此將分為四種情況來做拆解： )(ecc >
且材料界面產生 MT 表面波、 )(ecc < 且材料界面產生
MT 表面波、 )(ecc > 且材料界面無 MT 表面波、 )(ecc <
且材料界面無 MT 表面波。 
當壓電複合材料為第一種情況時，即壓電材料剪
力波波速大於純彈性材料剪力波波速且材料界面產生
MT 表面波時，我們利用柯西積分定理拆解 )(λN 函數
可得如下 
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當壓電複合材料為第二種情況時，即壓電材料剪
力波波速小於純彈性材料剪力波波速且材料界面產生
MT 表面波時，我們利用柯西積分定理拆解 )(λN 函數
可得如下 
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當壓電複合材料為第三種情況時，即壓電材料剪
力波波速大於純彈性材料剪力波波速且材料界面沒有
產生 MT 表面波時，此時我們必須將(30)式做變換可
得如下 
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接著利用柯西積分定理拆解 )(λV 函數可得如下 
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其中 
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當壓電複合材料為第四種情況時，即壓電材料剪
力波波速小於純彈性材料剪力波波速且材料界面沒有
產生 MT 表面波時，此時我們必須將(30)式做變換可
得如下 
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接著利用柯西積分定理拆解 )(λJ 函數可得如下 
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最後可求得基本解如下： 
Case 1：壓電材料剪力波波速大於純彈性材料剪力波
波速 )( )(ebg bb > 且界面存在 MT 表面波 
將(33)、(34)、(35)、(36)、(41)、(42)、(43)、(44)
等式所得之結果代入(30)式，並且消除等式右邊 0=λ
之極點產生的貢獻整理可得如下 
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其中 
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在(57)式中，等式左邊解析範圍在 0<λ ，而等
式右邊解析範圍在 ελ −> ，所以在(57)式有相同交集
為 0<<− λε ，在數學上我們可以視其為相同函數
)(λE 且在全域解析。根據李維定理 (Liouville’s 
theorem)一個在複數平面上處處均解析之完全函數為
一個常數，且由阿貝爾定理(Abel theorem)得知，當
∞→λ 時完全函數 )(λE 之漸進行為為 )( 2/3−λO ，即此
完全函數 )(λE 於 ∞→λ 時將趨近於零，故知
0)( =λE 。並利用(45)式我們可以求得 −A~ 如下 
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利用(27)、(28)、(29)三式且消去 *+τ 可得 +A 如下 
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將(59)式中的 −A 代入(60)式可得 
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將(59)式中的 )(eA− 代入(60)式可得 
.
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將上述所得之(61)、(62)兩式代入本構方程式以
及控制方程式的通解並對位置 x 作一次拉普拉斯逆轉
換，便可得在一次拉式轉換域中應力、位移、電位能
以及電位移的基本解如下 
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並且可解出應力與電位移強度因子之拉氏域解
如下 
,
)())((
)()()(2)(
1
)(
2)(
ηηη
ηηαητ
+
++
++
+−=
Qbbs
QbsK
e
bg
mt
III    (73) 
.
)())()(1(
)()(2
)(
1
)(2
15
211
2
)(
ηηη
ηηηε
+
+
++−
++−=
Qbbkes
Qbbk
sK
bg
e
e
mteD
III (74) 
 
Case 2：壓電材料剪力波波速小於純彈性材料剪力波
波速且界面存在 MT 表面波 
將(33)、(34)、(35)、(36)、(45)、(46)、(47)、(48)
等式所得之結果代入(30)式，並且消除等式右邊 0=λ
之極點產生的貢獻整理可得 −A
~ 如下 
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將(75)式中的 −A 代入(60)式可得 
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將(75)式中的 )(eA− 代入(60)式可得 
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將上述所得之(76)、(77)兩式代入本構方程式以
及控制方程式的通解並對位置 x 作一次拉氏逆轉換，
便可得在一次拉氏轉換域中應力、位移、電位能以及
電位移的基本解以及一次拉氏域下的應力與電位移強
度因子，由於本文針對強度因子做數值的討論與比
較，所以在此僅表示出強度因子之基本解，其他如應
力、位移、電位移以及電位能之基本解本文就不詳細
表示 
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Case 3：壓電材料剪力波波速大於純彈性材料剪力波
波速 )( )( bge bb > 且界面不存在 MT 表面波 
將(33)、(34)、(35)、(36)、(50)、(51)、(52)等式
所得之結果代入(49)式，並且消除等式右邊 0=λ 之極
點產生的貢獻整理可得 −A
~ 如下 
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將(80)式中的 −A 代入(60)式可得 
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將(80)式中的 )(eA− 代入(60)式可得 
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將上述所得之(81)、(82)兩式代入本構方程式以
及控制方程式的通解並對位置 x 作一次拉氏逆轉換，
便可得一次拉氏域下的應力與電位移強度因子 
,
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Case 4：壓電材料剪力波波速小於純彈性材料剪力波
波速且界面不存在 MT 表面波 
將(33)、(34)、(35)、(36)、(54)、(55)、(56)等式
所得之結果代入(53)式，並且消除等式右邊 0=λ 之極
點產生的貢獻整理可得 −A
~ 如下 
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將(85)式中的 −A 代入(60)式可得 
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將(85)式中的 )(eA− 代入(60)式可得 
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將上述所得之(86)、(87)兩式代入本構方程式以
及控制方程式的通解並對位置 x 作一次拉氏逆轉換，
便可得一次拉氏域下的應力與電位移強度因子 
,
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四、半無限長界面裂紋受反平面動力點載荷
之破壞解析 
考慮一半無窮域六角晶系壓電材料與一半無窮
域純彈性材料所構成之複合材料內，有一半無限長之
界面裂紋，裂紋位於 0=y ， 0<<−∞ x 。假設在時間
0<t ，此結構處於無曳引力之平衡狀態，當時間 0=t
時，施加一對反平面動力點載荷於裂紋面上 hx −=
處，其幾何結構示意圖如圖 2 所示。且此線彈性壓電
材料以及純彈性材料之控制方程式與本構方程式如前
述所推導，而其機械邊界條件可表示為 
).()(),0,( tHhxptxyz +−= δτ         (90) 
先對(90)式取兩次拉普拉斯轉換，接著取一次拉
普拉斯逆轉換可得 
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此式為存在於轉換域中裂紋面上指數型式 )( xse η 的應
力，我們便可以利用前述推導之基本解型式加以疊
加，可得其在轉換域中之應力及電位移強度因子並且
利用 Cagniard-de Hoop 逆轉換法，將其在拉式轉換域
下的解逆轉換，便可求得應力及電位移強度因子在時
間域下的解 
Case 1：壓電材料剪力波波速大於純彈性材料剪力波
波速 )( )(ebg bb > 且界面存在 MT 表面波 
根據疊加基本解的技巧我們可以得到應力及電
位移強度因子，並且利用 Cagniard-de Hoop 法得到時
域解如下 
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並且利用複變之圍線積分定理以及殘值定理將
(92)及(93)式簡化如下 
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(95) 
Case 2：壓電材料剪力波波速小於純彈性材料剪力波
波速且界面存在 MT 表面波 
根據疊加基本解的技巧我們可以得到應力及電
位移強度因子，並且利用 Cagniard-de Hoop 法得到時
域解，以及利用複變之圍線積分定理以及殘值定理簡
化如下 
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Case 3：壓電材料剪力波波速大於純彈性材料剪力波
波速 )( )( bge bb > 且界面不存在 MT 表面波 
根據疊加基本解的技巧我們可以得到應力及電
 8
位移強度因子，並且利用 Cagniard-de Hoop 法得到時
域解，以及利用複變之圍線積分定理以及殘值定理簡
化如下 
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Case 4：壓電材料剪力波波速小於純彈性材料剪力波
波速且界面不存在 MT 表面波 
根據疊加基本解的技巧我們可以得到應力及電
位移強度因子，並且利用 Cagniard-de Hoop 法得到時
域解，以及利用圍線積分定理以及殘值定理簡化如下 
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(101) 
在前述的分析之中，我們已推導出在無窮域彈壓
電複合材料含半無限長界面裂紋的應力與電位移強度
因子，本節將就在不同彈性材料搭配之下，裂紋受應
力負載時所做的數值計算做討論。 
我們可以觀察在固定壓電材料內，搭配不同彈性
材料，應力強度因子及電位移強度因子之結果，如圖
3 及圖 4 所示；此二圖即為固定 PZT4 材料，分別搭配
Steel、Copper、Aluminum alloys 及 Brass 等彈性材料
之下，在界面裂紋靜止時之應力強度因子；其中
PZT4-Steel 為無 MT 表面波壓電材料剪力波波速小於
純彈性材料剪力波波速之彈壓電複合材料；
PZT4-Brass 為無 MT 表面波壓電材料剪力波波速大於
純彈性材料剪力波波速之彈壓電複合材料且 BG 表面
波波速大於純彈性材料剪力波波速；PZT4-Aluminum 
alloys 為存在 MT 表面波壓電材料剪力波波速小於純
彈 性 材 料 剪 力 波 波 速 之 彈 壓 電 複 合 材 料 ；
PZT4-Copper 為存在 MT 表面波壓電材料剪力波波速
大於純彈性材料剪力波波速之彈壓電複合材料；在圖
中我們可以清楚看到，當 BG 表面波抵達裂紋尖端
時，界面裂紋之應力強度因子及電位移強度因子也會
趨近於負無限大，而當 BG 表面波通過裂紋尖端，
PZT4-Aluminum alloys, Copper, Steel 之應力與電位移
強度因子會跳到一定值，但是 PZT4-Brass 則是在彈性
材料剪力波通過裂紋尖端後應力與電位移強度因子會
跳到靜力解之大小。 
首先觀察 PZT4-Steel 及 PZT4-Aluminum alloys
之彈壓電複合材料，此兩種複合材料皆為下層材料剪
力波波速大於上層材料，由圖中可清楚看出電磁波通
過裂紋尖端後，應力及電位移強度因子之值緩慢的向
正的值遞增，當彈性材料剪力波抵達裂紋尖端時，強
度因子會忽然往正的值增加，當彈性材料剪力波通過
裂紋尖端後，強度因子之值即漸漸減小；而當壓電材
料剪力波抵達裂紋尖端，應力及電位移強度因子會往
負的值增加越多，之後 BG 表面波接著抵達裂紋尖
端，應力及電位移強度因子會趨近於負的無窮大，且
BG 表面波通過裂紋尖端後應力與電位移強度因子會
立刻跳到靜力解之大小。 
接著觀察 PZT4-Copper 之彈壓電複合材料，此種
複合材料為上層材料剪力波波速大於下層材料，由圖
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中可清楚看出電磁波通過裂紋尖端後，應力及電位移
強度因子之值緩慢的向正的值遞增，當壓電材料剪力
波抵達裂紋尖端，強度因子會繼續往正的值增加，接
著當彈性材料剪力波抵達裂紋尖端，強度因子之值往
正的值增加越多，而當 BG 表面波抵達裂紋尖端時，
強度因子之值會趨近於負的無窮大，當 BG 表面波通
過裂紋尖端後應力與電位移強度因子會跳到靜力解之
大小。 
最後我們觀察 PZT4-Brass 之彈壓電複合材料，
此種複合材料為上層材料剪力波波速大於下層材料，
且 BG 表面波波速大於下層彈性材料剪力波波速，由
圖中可清楚看出電磁波通過裂紋尖端後，應力與電位
移強度因子之值緩慢的向負的值遞增，當壓電材料剪
力波抵達裂紋尖端時，強度因子之值往負的值增加越
多，而當 BG 表面波抵達裂紋尖端時，強度因子之值
會趨近於負的無窮大，當彈性材料剪力波通過裂紋尖
端後應力與電位移強度因子會跳到靜力解之大小。 
本研究可歸納四種現象且由數值結果得知，在無
MT 表面波之彈壓電複合材料內，壓電材料剪力波波
速大於純彈性材料剪力波波速，其 BG 波之波速小於
彈性材料剪力波波速，在 BG 表面波抵達界面裂紋尖
端時，應力與電位移強度因子之值會趨近於無限大，
而在彈性材料剪力波通過裂紋尖端後，靜止之界面裂
紋應力與電位移強度因子會瞬間靜力解大小，而其餘
三種現象皆為 BG 表面波波速大於彈性材料剪力波波
速，所以在 BG 表面波抵達界面裂紋尖端時，應力與
電位移強度因子之值會趨近於無限大，在 BG 表面通
過裂紋尖端後，靜止之界面裂紋應力與電位移強度因
子會瞬間跳到靜力解大小。 
 
五、 結論 
在處理此一混合型邊界問題，利用積分轉換法與
Wiener-Hopf 技巧，可求解出應力場、位移場、電位
移場以及動力強度因子在一次拉式轉換域中之基本
解。將所得到在拉氏域中的基本解，利用疊加的方式，
可得到在轉換域中應力強度因子與電位移強度因子於
距離裂紋尖端特徵長度 h 施加點載荷的解析解，再利
用 Cagniard de-Hoop 積分轉換法可得到時域解。 
本研究所包含四種現象由數值結果得知，在無
MT 表面波之彈壓電複合材料內，壓電材料剪力波波
速大於純彈性材料剪力波波速，其 BG 波之波速小於
彈性材料剪力波波速，在 BG 表面波抵達界面裂紋尖
端時，應力與電位移強度因子之值會趨近於無限大，
而在彈性材料剪力波通過裂紋尖端後，靜止之界面裂
紋應力與電位移強度因子會瞬間跳到靜力解，而其餘
三種現象皆為 BG 表面波波速大於彈性材料剪力波波
速，所以在 BG 表面波抵達界面裂紋尖端時，應力與
電位移強度因子之值會趨近於無限大，在 BG 表面通
過裂紋尖端後，靜止之界面裂紋應力與電位移強度因
子會瞬間跳到靜力解。 
 
六、 計畫成果自評 
本計畫完成了大部分的預期目標，其研究成果可
分述如下： 
(1) 完成推導靜止座標中之半無窮長界面裂紋
曳引力型之基本解。 
(2) 完成推導此含界面裂紋之壓電複合材料受
反平面動力點載荷之拉氏轉換域中應力強度因
子與電位移強度因子。 
(3) 利用 Cagniard-de Hoop 做逆轉換以獲得時域
中的動力應力強度因子與動力電位移強度因子。 
(4) 完成數值計算所獲得的時域解解析，並與文
獻中之特例作比較與討論。 
本研究所獲得之結果有學術價值，並適合進一步
在期刊中發表。 
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ABSTRACT 
In this study, the transient response of a 
semi-infinite interface crack between piezoelectric and 
purely elastic materials with the electrode boundary 
condition is investigated. This composite is subjected to 
dynamic anti-plane concentrated loading on the interface 
crack faces. Exact transient solutions for dynamic stress 
intensity factors and dynamic electric displacements 
intensity factors are derived analytically. Finally, 
numerical results are evaluated and discussed in detail. 
 
Keywords：piezoelectric material, interface crack, stress 
intensity factor, dynamic fracture. 
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圖 1 電極型邊界描述 
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圖 2 界面裂紋之問題描述 
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圖 3 受應力負載之界面裂紋應力強度因子 
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圖 4 受應力負載之界面裂紋電位移強度因 
